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𝑓𝑛+1 = 𝑓𝑛 + 𝑓𝑛+1
𝑓𝑛 = 𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛−2
𝑓𝑛−1 = 𝑓𝑛−2 + 𝑓𝑛−3
：
𝑓5 = 𝑓4 + 𝑓3
𝑓4 = 𝑓3 + 𝑓2





𝑎 = 𝑞1 ∗ 𝑏 + 𝑟1
𝑏 = 𝑞2 ∗ 𝑟1 + 𝑟2
𝑟1 = 𝑞3 ∗ 𝑟2 + 𝑟3
：
𝑟𝑛−3 = 𝑞𝑛−1 ∗ 𝑟𝑛−2 + 𝑟𝑛−1
𝑟𝑛−2 = 𝑞𝑛 ∗ 𝑟𝑛−1 + 𝑟𝑛













− 1である。（𝑘, 𝑎, 𝑏自然数）ただし
𝑟 は実数𝑟に対して𝑟以下の最大の整数とする。
定理１ 𝑥 ≤ 5である。つまり手数は𝑏の桁数のたかだか5倍以下となる。
また, 𝑥 = 5である例は
(𝑏, 𝑎) = 𝑓6, 𝑓7 , 𝑓11, 𝑓12 , 𝑓16, 𝑓17 = 8,13 , 89,144 , (987,1597)のみ。





























例) 𝒂 = 𝟏𝟑, 𝒃 = 𝟖のとき
①13 = 1 ∗ 8 + 5 = 𝑓7 = 𝑓6 + 𝑓5
②8 = 1 ∗ 5 + 3 = 𝑓6 = 𝑓5 + 𝑓4
③5 = 1 ∗ 3 + 2 = 𝑓5 = 𝑓4 + 𝑓3
④3 = 1 ∗ 2 + 1 = 𝑓4 = 𝑓3 + 𝑓2
⑤2 = 2 ∗ 1 + 0 = 𝑓3 = 𝑓2 + 𝑓1





例) 𝒂 = 𝟏𝟒𝟒, 𝒃 = 𝟖𝟗のとき
①144 = 1 ∗ 89 + 55 = 𝑓12 = 𝑓11 + 𝑓10
②89 = 1 ∗ 55 + 34 = 𝑓11 = 𝑓10 + 𝑓9
③55 = 1 ∗ 34 + 21 = 𝑓10 = 𝑓9 + 𝑓8
④34 = 1 ∗ 21 + 13 = 𝑓9 = 𝑓8 + 𝑓7
⑤21 = 1 ∗ 13 + 8 = 𝑓8 = 𝑓7 + 𝑓6
⑥13 = 1 ∗ 8 + 5 = 𝑓7 = 𝑓6 + 𝑓5
⑦8 = 1 ∗ 5 + 3 = 𝑓6 = 𝑓5 + 𝑓4
⑧5 = 1 ∗ 3 + 2 = 𝑓5 = 𝑓4 + 𝑓3
⑨3 = 1 ∗ 2 + 1 = 𝑓4 = 𝑓3 + 𝑓2
⑩2 = 2 ∗ 1 + 0 = 𝑓3 = 𝑓2 + 𝑓1


















− 1 = 480.1 − 1 = 479 （回以下）とわかる。
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補題1 任意の自然数𝑎, 𝑏にユークリッドの互除法を行ったとき,𝑎 ≥ 𝑎′, 𝑏 ≥ 𝑏′をみ
たす同じ手数の隣り合うフィボナッチ数𝑎′, 𝑏′は存在する。また,𝑎 = 𝑓𝑛+1, 𝑏 = 𝑓𝑛の
とき,手数は𝑛 − 1である。
(証明) ユークリッドの互除法を一般化した式を書くと以下のようになる。
𝑎 = 𝑞1 ∗ 𝑏 + 𝑟1
𝑏 = 𝑞2 ∗ 𝑟1 + 𝑟2
𝑟1 = 𝑞3 ∗ 𝑟2 + 𝑟3
:
𝑟𝑚 = 𝑞𝑚+2 ∗ 𝑟𝑚+1 + 𝑟𝑚+2
:
𝑟𝑛−3 = 𝑞𝑛−1 ∗ 𝑟𝑛−2 + 𝑟𝑛−1
𝑟𝑛−2 = 𝑞𝑛 ∗ 𝑟𝑛−1 + 𝑟𝑛
𝑟𝑛−1 = 𝑞𝑛+1 ∗ 𝑟𝑛 + 0
このとき手数は2 + 𝑛 − 1 = 𝑛 + 1である
以下の互除法の手順においては,𝑟𝑛−1 = 𝑞𝑛+1 ∗ 𝑟𝑛 + 0となる下から上の順に理論を
進めるので注意していただきたい。ただし 𝑟𝑛+1 = 0とし,𝑛は定数とする。
1.𝑚 = 𝑛 − 1のとき
𝑟𝑛−1 = 𝑞𝑛+1 ∗ 𝑟𝑛 + 𝑟𝑛+1 = 𝑞𝑛+1 ∗ 𝑟𝑛 + 0 ≥ 2 ∗ 𝑟𝑛 ≥ 2 = 𝑓3
2.𝑚 = 𝑛 − 2のとき
𝑟𝑛−2 = 𝑞𝑛 ∗ 𝑟𝑛−1 + 𝑟𝑛 ≥ 𝑟𝑛−1 + 𝑟𝑛 ≥ 3 = 𝑓4
3. 𝑚 = 𝑘 − 1, 𝑘のとき
𝑟𝑘−1 = 𝑞𝑘+1 ∗ 𝑟𝑘 + 𝑟𝑘+1 ≥ 𝑓𝑛−𝑘+3
𝑟𝑘 = 𝑞𝑘+2 ∗ 𝑟𝑘+1 + 𝑟𝑘+2 ≥ 𝑓𝑛−𝑘+2
がなりたつと仮定すると,𝑚 = 𝑘 − 2のとき
𝑟𝑘−2 = 𝑞𝑘 ∗ 𝑟𝑘−1 + 𝑟𝑘 ≥ 𝑟𝑘−1 + 𝑟𝑘 ≥ 𝑓𝑛−𝑘+3 + 𝑓𝑛−𝑘+2 = 𝑓𝑛−𝑘+4
がなりたつ。
1. 2. 3.と数学的帰納法より𝑟𝑚 = 𝑞𝑚+2 ∗ 𝑟𝑚+1 + 𝑟𝑚+2 ≥ 𝑓𝑛−𝑚+2
が常になりたつので任意の自然数𝑎, 𝑏にユークリッドの互除法を行ったとき,𝑎 ≥
𝑎′, 𝑏 ≥ 𝑏′をみたす同じ手数の隣り合うフィボナッチ数𝑎′, 𝑏′は存在する。
𝑟𝑛−1 = 𝑞𝑛+1 ∗ 𝑟𝑛 + 0 ≥ 𝑓3 = 2
𝑟𝑛−2 = 𝑞𝑛 ∗ 𝑟𝑛−1 + 𝑟𝑛 ≥ 𝑓4 = 3
𝑟𝑛−3 = 𝑞𝑛−1 ∗ 𝑟𝑛−2 + 𝑟𝑛−1 ≥ 𝑓5 = 5
:
𝑟𝑚 = 𝑞𝑚+2 ∗ 𝑟𝑚+1 + 𝑟𝑚+2 ≥ 𝑓𝑛−𝑚+2
:
𝑟1 = 𝑞3 ∗ 𝑟2 + 𝑟3 ≥ 𝑓𝑛+1
𝑏 = 𝑞2 ∗ 𝑟1 + 𝑟2 ≥ 𝑓𝑛+2 = 𝑏′
𝑎 = 𝑞1 ∗ 𝑏 + 𝑟1 ≥ 𝑓𝑛+3 = 𝑎′
また𝑎 = 𝑓𝑛+1, 𝑏 = 𝑓𝑛とすれば
𝑓𝑛+1 = 𝑓𝑛 + 𝑓𝑛−1
𝑓𝑛 = 𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛−2
𝑓𝑛−1 = 𝑓𝑛−2 + 𝑓𝑛−3
:
𝑓5 = 𝑓4 + 𝑓3
𝑓4 = 𝑓3 + 𝑓2
𝑓3 = 𝑓2 + 𝑓1
となるので𝑛 + 1 − 3 + 1 = 𝑛 − 1より手数は𝑛 − 1(回)である。(終)
補題2 𝑎 = 𝑓𝑛+1, 𝑏 = 𝑓𝑛のとき,𝑥 = 5をとりうるのは,











































+ 1 ただし 𝑟 は実数𝑟に対して𝑟以下の最大の
整数とする。まずフィボナッチ数が累乗数(他の自然数の累乗になっている自然数)となるのは



























































































































= 16.632… ゆえに𝟏 ≤ 𝒏 ≤ 𝟏𝟔…②
②を満たす範囲内の𝑛を全て調べると確かに
𝒃, 𝒂 = 𝒇𝟔, 𝒇𝟕 , 𝒇𝟏𝟏, 𝒇𝟏𝟐 , 𝒇𝟏𝟔, 𝒇𝟏𝟕 = 𝟖, 𝟏𝟑 , 𝟖𝟗, 𝟏𝟒𝟒 , (𝟗𝟖𝟕, 𝟏𝟓𝟗𝟕)であるときのみ𝑥 = 5を
とるとわかった。ゆえに題意は示された。(終)




= 5なので手数 = 5𝐾である。補題1より𝑁 − 1 = 5𝐾 ⇔ 𝑁 = 5𝐾 + 1を満た
す数を𝑁とすると𝑎 = 𝑓𝑁+1, 𝑏 = 𝑓𝑁のときも同じ手数5𝐾をもつ。また𝐴 > 𝑓𝑁+1, 𝐵 > 𝑓𝑁かつ 𝑥 ≤
5より𝑏 = 𝑓𝑁は必ず𝐾桁となり,𝑎 = 𝑓𝑁+1, 𝑏 = 𝑓𝑁のときの𝑥も当然𝑥 = 5となる。補題２より隣り
合うフィボナッチ数であっても𝑥 = 5をとるのは最大でも 𝑏, 𝑎 = 987,1597 であるので𝑏の桁
数3より𝐾 ≤ 3である。つまり𝐵は必ず3桁なので𝐵 ≤ 999の範囲を全て調べればよい。また,





よい(𝑞1が1以外の他の値で𝑥 = 5をとるとき𝑞1 = 1についても必ず𝑥 = 5をとる)。ゆえに
𝐴 = 𝐵 + 𝑟1 ≤ 999 + 998 = 1997
となるので𝑎 ≤ 1997, 𝑏 ≤ 999, 𝑎 ≥ 𝑏をみたす𝑎, 𝑏全てに互除法を適用して𝑥 = 5をとるものをし
らべればよい。コンピューターを用いて調べた結果,𝑞1 = 1の場合,(𝑎, 𝑏) =
8,13 , 89,144 , (987,1597)のみであった。ゆえに題意は示された。（終）
定理1
𝑘桁のあるフィボナッチ数を𝑓𝑛,同桁内で最大のフィボナッチ数を𝑓𝑚とすると,ある自然数𝑎, 𝑏が























= 𝑘 − 1 …①
が成り立つ。














































































番目であるといえる。ただし 𝑟 は実数𝑟に対して𝑟以下の最大の整数, 𝑟 は実数𝑟に対
























𝑓2 = 1, 𝑓6 = 8, 𝑓12 = 144のみであることが知られている2)。ゆえに








































































𝑟 − 1 < 𝑟 ≤ 𝑟 なので
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①,②とはさみうちの原理より
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以上より,𝑥 =
1
log𝑝
1+ 5
2
に収束する。(終)
定理2
定理3
